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Nodal solutions of nonlinear PDE with critical growth are obtained on com-
pact manifolds. The variational method and bifurcations theory are used to con-
struct a branch of nodal solutions. Consequences for other PDE are suggested.
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1. INTRODUCTION
Soit (Vn , g) une varie te riemannienne C compacte, de dimension n3.
On note R sa courbure scalaire et N=2nn&2. f est une fonction C
strictement positive. On s’inte resse ici aux solutions qui changent de signe
de l’e quation
2gu= f |u|4(n&2) u sur Vn . (1)
On supposera que la courbure scalaire R(g) est positive en un certain
point sur la varie te .
Des solutions positives de (1) ont e te obtenue par SchoenEscobar [8]:
des conditions suffisantes sur f sont donne es lorque la courbure scalaire
d’une varie te localement conforme ment plate (l.c.p.) est nulle [8]. Ces
conditions sont aussi ne ce ssaires en petites dimensions, 3 et 4.
Auparavant, des solutions positives syme triques avaient e te trouve es sur
la sphe re (en courbure positive), par J. Moser [13].
Enfin la recherche de solutions nodales syme triques minimisantes a e te
conduite sur des ouverts borne s de Rn en utilisant des syme tries sur f et le
domaine de re solution, avec des conditions de nullite au bord. Les travaux
sont nombreux, HebeyVaugon [9], AtkinsonBrezisPeletier [1].
Dans cet article, contrairement aux travaux pre ce dents aucune hypothe se
de syme trie n’est requise sur Vn , g ou f : des solutions minimisantes d’un
proble me variationnel sont obtenues sur les varie te s sans bord, elles sont
solutions de (1).
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On dira qu’une solution est minimisante lorsque le minimum
inf
, # A,{0
Vn |{,|
2
(Vn f |,|
N)2N
0 (2)
est atteint par cette solution. L’ensemble A est de fini comme suit
A={, # H1(Vn) telle que | f |,|N&2 ,=0= .
Par extension, cette e tude permet d’obtenir des solutions de (1) sur des
varie te s a bord avec conditions de Neumann.
Dans un second temps, l’existence de solutions de l’e quation avec un
terme line aire
2gu+*u=+$f |u|4(n&2) u sur Vn (3)
est obtenue en utilisant la the orie des bifurcations et le the ore me des fonc-
tions inverses. +$ et * sont des re els. Ainsi en utilisant la solution pour
*=0, une branche (*, u*) # R_C 2, : de solutions nodales est construite. De
plus on met en e vidence un re el *c>0 ne de pendant que des donne es
(Vn , g, f ), telle que la branche existe pour **c . On abordera brie vement
les relations entre *c et la courbure scalaire.
De ces re sultats sur les solutions nodales, on en de duit alors l’existence
de solutions stationnaires des e quations de Schro dinger non line aire et de
l’e quation des ondes sur des varie te s sans bord.
On note E(g), le tenseur de Ricci sans trace Eij (g)=Rij&(Rn) g ij et
Weyl, le tenseur de Weyl.
Le premier the ore me demontre ici est
The ore me 1. Sur une varie te Riemannienne compacte, soit f une fonction
C(Vn) strictement positive. Il existe une solution minimisante non nulle de
(1) qui change de signe, (en faite 2 solutions u et &u) lorsque l ’une des
hypothe ses suivantes est ve rifie e, P de signe un point ou f admet son maximum,
v 3n4;
v n5, R(P)>0 et (R(P)n(n&4))&(2f (P)2nf (P))>0;
v la me trique est euclidienne dans un voisinage de P. De plus {g f (P)
= } } } ={kg f (P)=0 au point P, k est un entier qui est n&4 en dimension
paire et n&5 en dimension impaire, pour n>6;
v R(P)=0, {f (P)= } } } ={4f (P)=0, 18 2R+(4(2n&7)n&2)
|E(g)(P)|2&3Weyl 2(P)<0 et n8. Si n<8, R(P)=0 et 2f (P)=0.
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Il est surprenant que ce ne soit plus la masse, donne e de la ge ome trie
conforme, mais l’inte grale de la fonction f qui permet d’e viter les phe nome nes
de concentration quand la varie te est localement conforme ment plate. Ce
qui montre les diffe rentes natures des proble mes de recherche de solutions
nodales et celui des solutions positives.
Le second the ore me de crit une branche de solution:
The ore me 2. Lorsque les hypothe ses du the ore me 1 sont ve rifie es, il
existe une solution qui change de signe de l ’e quation
2gu+*u=+$f |u|4(n&2) u sur Vn (4)
pour 0*<*c, ou *c ne de pend que de la donne e (Vn , g, f ).
L’organisation de ce travail est le suivant. Dans le second paragraphe un
proble me variationnel sous-critique est pose . Sous une contrainte inte grale,
les minimiseurs d’une fonctionnelle changent de signe. Lorsque l’exposant
sous-critique tend vers N, on montre que les solutions convergent bien vers
une solution nodale non nulle, ce qui impose d’enlever les points de concentra-
tions e ventuels.
Ensuite dans le troisie me paragraphe une extension est pre sente e sur les
varie te s a bord avec des conditions de Neumann.
Puis, dans la quatrie me partie, en utilisant la the orie des fonctions
implicites et des bifurcations, des solutions de (3) sont donne es. Une e tude
d’une branche de solution est faite. Les conse quences pour d’autres e qua-
tions sont e voque es.
Enfin, dans une remarque on montre qu’il n’existe pas de solution mini-
misante de (1), sur les ouverts borne s de Rn avec conditions de Dirichlet
nulles au bord. Cette proprie te est lie e a la nullite de la seconde constante
dans l’ine galite de Sobolev.
2. FORMULATION VARIATIONNELLE ET COMPORTEMENT
DES SUITES SOUS-CRITIQUES
Dans ce paragraphe, le proble me variationnel de de part est construit et
la suite minimisante sous-critique est e tudie e lorsque l’on tend vers l’expo-
sant critique. On rappelle que f>0.
Soit pour 2<p<N
+p=inf
Ap
I(u)=inf
Ap
|
Vn
|{u|2 (5)
avec Ap=[u # H1(Vn) telle que  f |u| p=1(*) et  f |u| p&2 u=0(**)].
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2.0.1. Ap est un ensemble non vide. Pour montrer que Ap n’est pas
vide, conside rons / une fonction positive C a support compact dans une
boule de petit rayon $, centre e en Q. Soit un autre point P distinct de Q.
On suppose que 2$<d(P, Q). Notons /Q=/.  e tant un diffe omorphisme
de BP($) dans BQ($), on pose /P=/Q b ( |*g|| gP | )12( p&1). On prend
ut=(tf 1( p&1))(/P&/Q), alors la condition (**) est ve rifie e pour $ petit,
puisque les supports des fonctions sont disjoints. Il existe un re el t, tel que
(*) soit vrai. Cette fonction appartient a l’ensemble Ap qui n’est donc pas
vide.
2.0.2. Existence d ’un minimum. Le minimum existe, car I(u)0 pour
toute fonction u # H1. Si wk est une suite minimisante, elle est borne e dans
H1 , car &up&L2C, cela provient de l’ine galite de Ho lder:
|
Vn
u2p dVg
1
inf f |Vn f |up |
2 dVgC \|Vn fu
p
p dVg+
2p
Const (6)
et quitte a extraire une sous suite, il y a convergence dans les diffe rents
espaces:
v &wk&H1C
v wk  up dans H1(Vn) faiblement
v wk  up dans Lp(Vn) fortement p<N
v wk  up presque partout sur Vn
comme il est montre dans [2]. Ainsi a la limite, par les injections compactes
de Sobolev,
| f |up | p=1 et | f |up | p&2 up=0. (7)
L’e quation d’Euler associe e compte tenu des 2 contraintes, s’e crit:
\, # H1, | {, {up+*p f |up | p&2 up,+&p f |up | p&2,=0. (8)
En prenant ,=1, on en de duit que &p=0, puis pour ,=up , &*p=
 |{up | 2=+p .
Finalement (8) devient
\, # H1, | {, {up+*p f |up | p&2 up,=0 (9)
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donc
up=+p f |up | p&2 up faiblement dans H1 (10)
les deux contraintes suivantes e tant ve rifie es par la suite up ,
| f |up | p&2 up=0
| f |up | p=1
il s’ensuit, comme up # C2, :(Vn) que up change de signe gra^ce a la premie re
contrainte et par la seconde, up n’est pas identiquement nulle.
2.0.3. Convergence des minimiseurs. On cherche maintenant le comporte-
ment de la suite up quand p tend vers N. En utilisant la fonction ut construite
au de but, on a +pI(ut), ainsi l’ensemble des up est borne e dans H1 . En effet
pour &up&L2C, cela provient de l’ine galite de Ho lder
|
Vn
u2p dVg
1
inf f |Vn f |up |
2 dVgC \|Vn fu
p
p dVg+
2p
Const (11)
d’ou il existe une suite telle que
v &up &H1C, car &up &L2C,
v up  u dans H1(Vn) faiblement,
v up  u dans Lr(Vn) fortement r=sup(2, N&1),
v up  u presque partout sur Vn .
A une extraction pre s, +p>0 converge vers +$. On verra ulte rieurement
que ce nombre n’est pas nul. Prouvons le:
Lemme 1. Sur une varie te compacte, soit +p le minimum de la fonction-
nelle (5). On pose +=+N alors
+$= lim
p  N
+p+. (12)
Preuve. Soit =>0, il existe une fonction w # A telle que:
Vn |{w|
2
(Vn fw
N)2N
+=++2= (13)
avec Vn f |w|
4(n&2) w=0.
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Or limp  N Vn f |w|
p&2 w=Vn f |w|
4(n&2)w=0. Montrons qu’il existe
une suite ve rifiant Vn f |wp |
p&2 wp=0 telle que le quotient de Sobolev
sous-critique tende vers le quotient critique de w. A priori pour p<N
Vn f |w|
p&2 w{0, mais il est possible de construire une suite wp en choisis-
sant un nombre kq tel que:
|
Vn
f |w&kp | p&2 (w&kp)=0 (14)
on pose wp=w&kp . Alors d’apre s (14) inf w<kp<sup w, montrons que
kp tend vers 0 quand p tend vers N. Or par le de veloppement limite :
0=|
Vn
f |w&kp | p&2 (w&kp)
=|
Vn
f |w| p&2 w+|
Vn
fkp |
1
0
|w&tkp | p&2 ( p&1) dt. (15)
Mais limp  N Vn f |w|
p&2 w=0 et comme la suite (kp) est borne e, on
de duit de (15) que kp tend vers 0.
Finalement pour p proche de N, wp # H1 satisfait (**) et ve rifie
Vn |{wp |
2
(Vn fw
p
p )
2p
Vn |{w|
2
(Vn fw
N)2N
+=++2=. (16)
Comme Vn f |w
p
p |  Vn f |w
N |, il s’ensuit lim +p+. Ce qui termine le
lemme.
Continuons le the ore me: a la limite, en posant +$=lim +p , u ve rifie
\, # H1 , | {, {u=+$ | f |u|4(n&2) u, (17)
et | f |u| 4(n&2) u=0. (18)
Ainsi par le the ore me de re gularite de Tru dinger u # C2, :(Vn) et ve rifie
finalement:
2u=+$ |u|4(n&2) u. (19)
Il s’agit maintenant de prouver que u n’est pas la fonction nulle.
2.0.4. Condition de non concentration. Une condition est mise en e vidence
sous laquelle la suite up , ne se concentre pas.
Pour cela, en raisonant par l’absurde, supposons que si la suite up
converge dans un Lq pour q<N, elle tend vers 0.
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Multiplions (10) par la fonction ’2 |uq |k&1 uq , ou 0’1 est une
fonction a support compact C(Vn), ’=1 sur BP($2) et ’=0 en dehors
de BP($), avec 1<k(n+2)(n&2):
’2 |uq |k&1 2uq=+q f’2 |uq | q+k&1 (20)
on trouve apre s inte gration par partie (les calculs sont les me^mes que dans
[9, p. 305])
4k
(k+1)2 |Vn |{(’ |uq |
(k+1)2)|2 dVg&
2
k+1 |Vn |uq |
k+1 |{’2 dVg
&
2(k&1)
k+1 |Vn ’(2’) |uq |
k+1 dVg=+q |
Vn
f’2 |uq | q+k&1 dVg . (21)
En utilisant l’ine galite de Ho lder,
|
Vn
f’2 |uq | q+k&1 dVg
 sup
BP($)
f 2q \|BP f |uq |
q dV) (q&2)q &’ |uq | (k+1)2&2q+ . (22)
Comme uq est borne e dans LN ,
4k
(k+1)2
|{(’ |uq | (k+1)2)| 22
C1++p(sup f )2q &’ |uq | (k+1)2&2q \|BP | f | |uq |
q dV+
(q&2)q
. (23)
Ici, C1 et C2 sont des constantes inde pendantes de q. Or limq  N +q(sup f )2q
+(sup f )2N et en utilisant l’ine galite de Sobolev, avec la meilleure constante,
(K2 de signe la premie re meilleure constante). Soit =>0, pour tout q proche
de q<N,
&’ |uq | (k+1)2 &2qK
2(1+=) &{(’ |uq | (k+1)2)&22+A= |
Vn
’ |uq | k+1 (24)
donc (23) devient
&{(’ |uq | (k+1)2)&22C2+
(k+1)2
4k
K2(++=)(sup f+=)2N |{(’ |uq | (k+1)2)| 22
_\|BP | f | |uq |
q dV+
(q&2)q
(25)
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Ainsi, si
K2+(sup f )2N lim
q  N \|BP | f | |uq |
q dV+
(q&2)q
K2+(sup f )2N<1 (26)
alors |{(’ |uq | (k+1)2)| 22Cte.
Rappelons le lemme suivant de [9]
Lemme 4. Si la sous-suite up , solution de (10) tend vers 0 dans Lq pour
q<N fixe , avec |{(’ |uq | (k+1)2)| 22Cte, alors
lim
p  N |BP ($2) |up |
p=0. (27)
La preuve de ce lemme se fait par l’absurde, en utilisant l’ine galite de
Ho lder:
0<|
BP ($2)
|up | pC \|BP ($2) |up |
N+
pN
C \|BP ($2) |up |
k1+
k2
(28)
avec 1<k1=n(k+1)(nk&2)<N et k2=p(nk&2)nN(k+1). Ainsi la
suite ne tend pas vers 0 dans Lk1 .
De s lors, utilisant la compacite de Vn : on peut recouvrir la varie te par
un nombre fini de boule de rayon $2, ainsi limp  N Vn f |up |
p=0 ce qui
est en contradiction avec la contrainte: Vn f |up |
p=1.
Finalement, la suite up ne tend pas vers 0, dans Lp avec p<N et il
n’existe pas de point de concentration [16], donc a la limite Vn f |u|
N=1.
De plus, une conse quence est limp  N +p {0. En effet, si on suppose le
contraire par l’absurde: 2u=0 sur Vn , donc u=C. Mais C=0, a cause de
la contrainte Vn f |u|
N&2 u=0, ce qui est en contradiction avec, Vn fu
N=1.
2.1. Etude du quotient de Sobolev
Le but de ce paragraphe est de prouver que la condition obtenue en (26)
est ve rifie e:
+K2(sup f )2N<1. (29)
K2 est la meilleure constante dans l’inclusion de Sobolev et
+=inf
A
Vn |{u|
2
(Vn f |u|
N )2N
. (30)
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Le minimum du quotient de Sobolev est recherche sur
A={u # H1(Vn) telle que | f |u|N&2 u=0= . (31)
2.1.1. Construction de fonctions tests. Afin de ve rifier la condition
+K2(sup f )2N<1, on choisit dans A des fonctions particulie res, construites
de la fac on suivante: soit P, le point ou f admet son maximum. On se place
dans un syste me de coordonne es locales, r de signe la distance ge ode sique
a P, la famille de fonctions ,= est
,=
=(n&2)2
(=2+r2)(n&2)2
&&=($)&+=($) sur BP($)
=&+=($) sur Vn&BP($) (32)
avec &=($)==(n&2)2(=2+$2) (n&2)2, +=($) est choisi de sorte que la
contrainte soit satisfaite:
|
Vn
f |,= |N&2 ,==0 (33)
ce qui s’explicite
|
Vn&BP
f+=($) (n+2)(n&2)
=|
$
0 }
=(n&2)2
(=2+r2) (n&2)2
&&=($)&+=($)}
4(n&2)
_\ =
(n&2)2
(=2+r2) (n&2)2
&&=($)&+=($)+ |S(r) f (x) d0r dr (34)
ou d0r est la mesure sur la sphe re S(r). En faisant le changemement de
variable, r=u= dans la seconde inte grale de (34),
+=($) (n+2)(n&2) |
Vn&BP
f
=|
$=
0
=n2&1rn&1 dr } 1(1+r2) (n&2)2&&$=&=(n&2)2+= }
4(n&2)
_\ 1(1+r2)(n&2)2&&$=&=(n&2)2+=+ |S(1) f (=x) d0 (35)
avec &$= =
n&2($2+=2) (n&2)2.
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+=>0, d’ou le second membre de (35) est positif, et 0<=(n&2)2+=($)<1.
Quitte a extraire une sous suite, =(n&2)2+= converge vers un nombre C.
Montrons que ce nombre ne peut e^tre que 0. Ceci re sulte de l’homoge ne ite
de l’exposant du facteur en =. Si =(n&2)2+=  l, alors le premier membre de
(35), se comporte en =&(n+2)2, alors que le second membre est en =(n&2)2.
Donc par unicite , a la limite, =(n&2)2+= converge vers 0.
Comme
lim
=  0 |
$=
0
rn&1 dr } 1(1+r2) (n&2)2&&$=&=(n&2)2+= }
4(n&2)
_\ 1(1+r2) (n&2)2&&$=&=(n&2)2+=+
_|
S(1)
f (=x) d0=wn&1 f (P) |

0
rn&1
(r2+1) (n+2)2
dr= f (P) Jnwn&1 .
(36)
On en de duit que
lim
=  0
=1&n2+ (n+2)(n&2)= ($) |
Vn&BP
f =Jn f (P) wn&1 . (37)
Finalement le comportement en 0 de += est: += t0 1($) =(n&2)
2 (2(n+2)).
1($), ne de pend pas de =:
1($)(n+2)(n&2)=
wn&1Jn f (P)
Vn&BP ($) f
(38)
ainsi, quand = tend vers 0,
=(n&2)2)+=t0 1($) =(n(n&2))(n+2). (39)
2.1.2. Evaluation du quotient. Afin d’e valuer le quotient de Sobolev,
Q(u)=Vn |{u|
2 (Vn f |u|
N )2N sur les fonctions tests, de veloppons
nume rateur et de nominateur: les calculs sont identiques a ceux effectue s
dans [2]. Ainsi
|
Vn
|{,= |2=|
BP
|{,= |2=
(n&2)2 wn&1
2
I n2n \1&=2 n+26n(n&4) R+o(=2)+
(40)
ou I n2n =

0 (1+t)
&n2 tn2 dt
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De taillons par contre le de veloppement du de nominateur, puisqu’ici le
terme en += peut e ventuellement induire une perturbation par rapport au
calcul standard des fonctions tests dans le proble me de courbure scalaire.
|
Vn
f,N= =|
BP
f,N= +|
Vn&BP
f,N= =+
N
= |
Vn&BP
f
+|
$=
0 }
1
(1+r2) (n&2)2
&&$=&=
(n&2)2+= }
N
|
S(r)
f (=x). (41)
Or
|
S(r=)
f (=x) d0==n&1 \wn&1 rn&1f (P)&wn&1=2 r
n+1
2n
2f (P)+o(=2)+ (42)
et toujours par les me^mes calculs que [2],
|
BP
f,N= =wn&1 f (P)
(n&2)
2n
I n2n \1& =
2n
n&2 \
2f
2nf (P)
+
R
2n+
+o(=2))++N= |
Vn&BP
f (43)
avec +N= =0(=
n(n&2)(n+2)) finalement ce terme est ne gligeable devant les
autres de s que n(n&2)(n+2)2, soit n5. Alors
|
Vn
f,N= =wn&1 f (P)
(n&2)
2n
I n2n \1& =
2n
n&2 \
2f
2nf (P)
+
R
2n++o(=2)+ (44)
et
\|BP f,
N
= +
(2&n)n
=\wn&1 f (P) (n&2)2n I n2n +
(2&n)n
_\1+=2 \ 2f2nf (P)+
R
6n++o(=2). (45)
Dans le quotient +, les termes constants se simplifient: ((wn&1 2)
In2&1n )
1&2N K2n(n&2)=1 car(n(n&2)4) K2w2nn =1 et wn=wn&12
n&1I n2&1n
d’apre s [3]. Ainsi
Q(,=)=
1
K 2 sup f 2N \1&=2 \
R
n(n&4)
&
2f
2nf++o(=2)+ . (46)
Ainsi de s que (Rn(n&4))&(2f2nf )>0, on a +=<1.
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Cette condition est ve rifie e par exemple dans le cas ou R(P)>0 et 2f2nf
assez petit.
Il a e te traite ici le cas des dimensions n5, il reste donc les dimensions
3 et 4, ou de sormais les termes pre ponde rant proviennent des contraintes.
2.1.3. Cas n=3. Le quotient est e value de la me^me fac on que
pre ce demment. Mais pour le de nominateur, le terme +N= Vn&BP f devient
pre ponde rant devant BP f,
N
= .
En effet, +N= =1
N=(n&2)(nn+2) et (n&2)(nn+2)=35 et 43 pour respec-
tivement n=3 et n=4. En dimension 3,
|
Vn
|{,= |2=|
BP
|{,= |2=
(n&2)2 wn&1
2
I n2n (1+O(=
2)) (47)
|
Vn
f,N= =wn&1 f (P)
(n&2)
2n
I n2n (1&O(=
2))++N= |
Vn&BP
f (48)
et
\|BP f,
N
= +
(2&n)n
=\wn&1 f (P) (n&2)2n I n2n +
(2&n)n
_\1&2 +
N
=
wn&1 f (P) I n2n |Vn&BP f + (49)
finalement
Q(,=)=
1
K 2 sup f 2N \1&2
+N=
I n2n wn&1 f (P) |Vn&BP f + (50)
comme +N= ==
(n&2)n(n+2) 1($)N avec 1($) (n+2)(n&2)=wn&1Jn f (P)
Vn&BP($) f donc
Q(,=)=
1
K 2 sup f 2N \1&
2
wn&1 f (P) I n2n
=(n&2)n(n+2)
_\wn&1Jn f (P)Vn&BP f +
2n(n+2)
|
Vn&BP
f + . (51)
Ainsi si Vn f>0, pour $>0 petit Vn&BP f>0 donc
K2 sup f 2NQ(,=)<1. (52)
2.1.4. Cas n=4. En ce qui concerne le cas n=4, les calculs se font sur
le me^me principe, mais a l’ordre 2, le de veloppement des termes dans BP
du nume rateur et du de nominateur de Q(,=) donne des termes en =2 log =&1,
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qui sont ne gligeables devant celui lie a += , qui est en =43. La conclusion est
la me^me que dans le cas n=3.
2.1.5. Me trique localement euclidienne et Varie te localement conforme
ment plates. On suppose ici que la me trique est euclidienne dans un
voisinage de P. La courbure scalaire est nulle dans ce voisinage de P. En
outre P est un point ou f admet son maximum. La encore, le quotient
Q(,=) est strictement plus petit que 1.
Sur BP , la me trique g est euclidienne: g=$. Ainsi,
|
Vn
|{,= |2=|
BP
|{,= | 2=
(n&2)2 wn&1
2
I n2n (1+O(=
n)). (53)
Pour l’origine du terme O(=n), on pourra se reporter a [11].
Le de veloppement du de nominateur donne, en supposant que f admet en
P des de rive es nulles jusqu’a l’ordre k.
|
BP
f,N= =wn&1 f (P)
(n&2)
2n
I n2n (1+o(=
k))++N= |
Vn&BP
f. (54)
Or +N= =K
N=(n&2)(nn+2). Donc le terme en =k est ne gligeable devant le
terme en +N= , si k>(n&2)(nn+2).
Alors comme dans les cas pre ce dent, c’est le terme +N= Vn&BP f qui est
pre ponde rant et ceci bien avant que le terme lie a la masse n’entre en jeu
dans les calculs. En effet, elle intervient en =n&2, voir [15], qui est
ne gligeable devant +N= Vn&BP f. Alors, on en de duit
Q(,=)=
1
K 2 sup f 2N \1&2
+N=
I n2n wn&1 f (P) |Vn&BP f +<
1
K2 sup f 2N
. (55)
Examinons les conse quences sur les ordres d’annulation des de rive es de
f en P.
v Si n=3, (n&2)(nn+2)=35<1, mais {f (P)=0, car P est un
point de maximum. Si n=4, (n&2)(nn+2)=43<2, {f (P)=0 suffit.
v Si n=5, (n&2)(nn+2)=157<3, 2f (P)=0 suffit.
v Si n=6, (n&2)(nn+2)=3, 2f (P)=0 suffit, car les de rive es
impaires sont nulles au point du maximum.
Dans le cas ge ne ral n>6, (n&2)(nn+2)>n&4. Donc si n est paire, les
de rive es doivent e^tre nulle jusqu’a l’ordre n&4, si la dimension est impaire,
l’ordre n&5 est suffisant.
2.1.6. Le cas R(P)=0. On suppose de sormais que R(P)=0, il faut
alors pousser plus loin les de veloppements des termes de Q(,=).
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Le de veloppement du nominateur conduit a un terme en:
| |{u= |2=
(n&2)2 wn&1
2
I n2n \1&=2 n+26n(n&4)
_R+=4T
(n+2)(n+4)
(n&6)(n&4)
+o(=4)+ (56)
avec R(P)=0, donc
| |{u= | 2=
(n&2)2 wn&1
2
I n2n \1+=4T (n+2)(n+4)(n&6)(n&4)+o(=4)+ (57)
et
T=
1
(n+2) n4! \
6 2R
5
&
2RijRij
15
&
R2ijkl
5
+
2RijRij
3 + (58)
donc
T=
1
15(n+2) n4! \18 2R&
4(2n&7) E ijEij
n&2
&3Weyl 2ijkl+ . (59)
En ce qui concerne le de nominateur de Q, il s’agit de voir si +N= est
ne gligeable devant =4 ce qui revient a comparer le terme en =(n&2)n(n+2)
devant =4, on trouve alors la condition n8. Dans ce cas si 2f (P)=
22f (P)=0,
|
Vn
f,N= =wn&1 f (P)
(n&2)
2n
I n2n \1+=4 n(n+2)T(n&2)(n&4)+o(=4)+ (60)
et
\|BP f,
N
= + (2&n)n=(wn&1 f (P) (n&2)2n I n2n +
(2&n)n
\1&=
4(n+2)
n&4
T+o(=4)+ ,
(61)
Q= (1K2 sup f 2N)(1+(10(n+2) =4(n&4)(n&6)) T+o(=4). Ainsi si T<0
alors Q=<1(K 2 sup f 2N) ce qui requiert la condition:
18 2R+
4(2n&7)
(n&2)
|E(g)| 2g&3 |Weyl |
2
g<0. (62)
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Par contre, si n7 alors le terme +N= Vn&BP f est pre ponde rant. Ainsi,
| |{u= | 2=
(n&2)2 wn&1
2
I n2n (1+o(=
(n(n&2))(n+2))) (63)
et
|
Vn
f,N= =wn&1 f (P)
(n&2)
2n
I n2n++N= |
Vn&BP
f+o(=(n(n&2))(n+2)) (64)
et
\|BP f,N=+
(2&n)n
=\wn&1f (P) (n&2)2n I n2n +
(2&n)n
_\1&2 +
N
=
wn&1 f (P) I n2n |Vn&BP f +o(=
n(n&2)(n+2))+
(65)
le calcul est alors le me^me que dans les cas n=3 et 4:
Q(,=)=
1
K 2 sup f 2N \1&
2
wn&1 f (P) I n2n
=(n&2)n(n+2)
_\ Jn f (P)Vn&BP f+
2n(n+2)
|
Vn&BP
f + . (66)
La conclusion est donc identique. Terminons par une remarque,
2.1.7. f change de signe. Si f change de signe, mais Vn f dVg>0, les
conclusions sont-elles identiques a ce qui a e te de montrer?. En ce qui
concerne le phe nome ne de concentration, il ne peut avoir lieu que sur l’en-
semble des points ou f>0, comme le montre [9]. Une autre question:
Vn f dVg>0 est-elle une condition ne cessaire a l’existence de solutions
nodales minimisantes?
3. LE PROBLE ME DE NEUMANN
Dans cette partie on montre qu’il existe des solutions nodales de (1) sur
des varie te s compactes a bord avec la condition de Neumann. L’inte re^t est
d’obtenir des solutions qui changent de signe sans l’imposer au bord. Le
changement de signe peut avoir lieu aussi bien au bord qu’a l’inte rieur.
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Ainsi montrons qu’il existe des solutions nodales non nulles minimisantes
de
2u= f |u|4(n&2) u sur Vn
(67)du
dn
=0 sur Vn
ve rifiant
+=inf
A
Vn |{u|
2
(Vn |u|
N )2N
(68)
avec A=[u # H1 telles que Vn f |u|
4(n&2) u dVg=0].
La re solution de ce proble me se fait comme dans la premie re partie par
la me thode variationnelle en imposant les me^mes types de contraintes.
L’espace de Sobolev utilise est H1(Vn). Comme dans la premie re partie, il
existe une suite sous-critique, p<N, ve rifiant:
|
Vn
f |up | p&2 up dVg=0,
|
Vn
f |up | p dVg=1.
L’e quation d’Euler est
\, # H1 , | {, {up+*p f |up | p&2 up,+&p f |up | p&2 ,=0 (69)
en utilisant les fonctions de H
o
1(Vn), on obtient
2up+*p f |up | p&2 up+&p f |up | p&2=0 (70)
puis en inte grant par partie (69), il reste
\, # C(V n) | ,
dup
dn
=0, (71)
ce qui donne la condition au bord dup dn=0. On obtient donc une famille
de solutions sous-critiques qui est borne e dans H1(Vn). Elles convergent
comme dans la premie re partie. On trouve par passage a la limite une solu-
tion faible qui est en fait re gulie re [7].
Pour montrer que cette fonction n’est pas nulle, les phe nome nes de
concentration sont e limine s par la me^me technique de localisation puis en
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utilisant les me^mes fonctions tests que celles de la premie re partie: elles sont
dans H1(Vn). La seule hypothe se nouvelle est d’imposer que f admette son
maximum a l’inte rieur de Vn . Le the ore me est donc
The ore me 3. Sur une varie te Riemannienne compacte a bord C2, :, il
existe une solution minimisante non nulle de (67) qui change de signe, (en
faite 2 solutions u et &u) lorsque f atteint son maximum a l ’inte rieur de Vn
et l ’une des hypothe ses suivantes est ve rifie e, P de signe un point ou f>0
admet un maximum,
v 3n4;
v n5, R(P)>0 et (R(P)n(n&4))&(2f (P)2nf (P))>0;
v la me trique est euclidienne dans un voisinage de P. De plus {g f (P)
= } } } ={kg f (P)=0 au point P, k est un entier qui est n&4 en dimension
paire et n&5 en dimension impaire, pour n>6;
v R(P)=0, {f (P)= } } } ={4f (P)=0, 18 2R+(4(2n&7)n&2)
|E(g)(P)|2&3Weyl 2(P)<0 et n8. Si n<8, R(P)=0 et 2f (P)=0.
Lorsqu’une solution nodale existe sur un ouvert 0 borne e de Rn,
l’ensemble [P # 0
o
tels que u(P)>0] ne peut pas e^tre re gulier convexe, sans
quoi par l’identite de Pohozaev on obiendrait une solution nulle, ce qui
n’est pas. A priori, la structure [P # Vn tels que u(P)=0] n’est pas simple
a de crire.
4. SOLUTIONS NODALES PAR BIFURCATION
L’objet de cette partie est de montrer l’existence de solutions nodales sur
une varie te compacte de l’e quation
2u+*u=+$f |u|4(n&2) u sur Vn (72)
lorsque le parame tre * cro@^t a partir de 0, ou une solution a e te obtenue.
Dans un premier temps, une branche continue voire plusieurs branches
de solutions, (bifurcation en *=0) sont recherche es. Puis en ne conside rant
que la branche obtenue pour *>0, dans une seconde partie, on donne une
borne infe rieure du parame tre * pour lesquel il existe encore des solutions
nodales.
Dans l’e quation (72) +$ est le multiplicateur de Lagrange obtenue dans
la premie re partie pour *=0.
Enonc ons le the ore me principal de cette partie:
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The ore me 4. Sous les hypothe ses du the ore me 1, il existe au moins une
branche continue de solutions nodales, de (72), lorsque le parame tre * est
dans un voisinage de l ’origine. De plus, pour la partie *>0, il existe un re el
*c>0 qui ne de pend que des grandeurs ge ome triques (Vn , g) et f telle que la
branche de solutions nodales passe par *c>0.
Commenc ons par montrer l’existence d’un voisinage de 0, dans lequel il
existe des solutions nodales de (72) de pendant continuement de *. Ce
re sultat est montre a l’aide de la the orie des bifurcations.
4.1. Bifurcation en *=0
Afin de montrer l’existence de solutions de (72), il est recherche une
solution a partir de u0 en *=0. Pour cela, soit la fonctionelle
1(u, *): C2, :_R  C0, :
(77)
1(u, *)=2u+*u&+$f |u|4(n&2) u.
1(u, *) est diffe rentiable et
d1(u0 , 0),=2,&
n+2
n&2
+$f |u0 | 4(n&2) ,. (74)
Comme d1(u0 , 0) n’est pas ne cessairement inversible, le the ore me des fonc-
tions implicites n’est pas utilisable, ne anmoins, la the orie des bifurcations
permet de conclure quand me^me car on verra que les ope rateurs implique s
sont de Fredholm: 2 cas sont distingue s, mais tout d’abord quelques
remarques.
4.1.1. Remarque de coercivite de d1(u0 , 0) . La premie re valeur propre de
d1(u0 , 0) est ne gative. Ainsi l’ope rateur d1(u0 , 0) est instable au point (u0 , 0):
il n’est pas coercif. En effet, posons a=(n+2n&2) f |u0 |4(n&2), alors
$=inf
H 1
 |{u|2&+$au2
 u2
<0 (75)
ceci se ve rifie en mettant une constante dans la fonctionnelle $&+$  a
Volg(Vn)<0, car a0, et non identiquement nulle.
4.1.2. Spectre et inversibilite de la differentielle. Soit la famille croissante
de re els positives *i tels que l’ope rateur 2&*ia ne soit pas inversible. *0=0
et *1>0.
On montre ici l’ine galite
*1(d1(u0 , 0))<+$. (76)
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Ainsi, la diffe rentielle d1(u0 , 0) n’est pas ne ce ssairement inversible, +$ peut
e^tre e gal a une des valeurs *i .
Etudier l’inversibilite de d1(u0 , 0) revient a e tudier l’ope rateur L=2&a,
qui est de Fredholm. Il est en effet de rang fini, l’image est ferme e, et
dim ker L=dim coker L est fini: 2,=*a,, admet des couples de solutions
(*, ,) constituant un ensemble discret (*k , ,k), *k est une suite croissante,
et le sous espace propre pour *k est fini.
Par de finition,
0<*1= inf
 au=0
 |{u|2
 au2
. (77)
Montrons que *1<+$. En effet, on peut utiliser u0 , solution de (1) comme
fonction test dans (77), car  au0=(n+2n&2)  f |u0 |4(n&2) u0=0. Prise
comme fonction test, elle donne, puisque  f |u0 |N=1,
*1
 |{u0 |2
 au20
=
n&2
n+2
+$<+$. (78)
Ainsi, +$ peut e^tre l’une des valeurs *k , et alors la diffe rentielle n’est pas
inversible, sinon la diffe rentielle est inversible.
4.1.3. Diffe rentielle inversible. Supposons ici que la diffe rentielle d1(u0 , 0)
soit inversible, alors il est possible d’appliquer le the ore me des fonctions
implicites:
The ore me 5 des fonctions implicites. Soient X, Y et Z trois espaces de
Banach, et f une application continue d ’un ouvert U/X_Y  Z. On suppose
que f est diffe rentiable en x et que fx(x, y) est continue sur U. Soit (x0 , y0)
# U et f (x0 , y0)=0 alors si fx(x0 , y0) est un isomorphisme de X dans Z,
alors il existe une boule Br( y0)/Z et une unique application continue
u: Br( y0)  X telle que u(x0)= y0 et f (u( y), y)=0.
Ici, X=C2, :, Z=C0, : et Y=R. Alors il existe un voisinage de
0:]&*c , *c [ et une branche de solutions u* qui de pendent de manie re
diffe rentiable de *, elles ve rifient 1(u* , *)=0.
Comme u0 change de signe, il en est de me^me par continuite pour u* ,
lorsque |*| petit.
En outre, lorsque *>0 en se plac ant en un point P ou u* est maximum
on trouve,
|u*(P)| 4(n&2)
*
+$ sup f
>0. (79)
En un point de minimum, l’ine galite obtenue est la me^me.
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4.1.4. Diffe rentielle non inversible. Supposons que d1(u0 , 0) ne soit pas
inversible. Alors +$ est e gale a l’une des valeurs *k : +$=*k . Or comme
d1(u0 , 0) est un ope rateur de Fredholm, son noyau E0=ker d1, est de
dimension finie p=dim E0 .
On note H’ l’orthogonale de E0 dans L2(Vn) pour le produit scalaire
( f, h)  Vn fh dVg .
Le the ore me de Fredholm classique [5] affirme qu’il existe une unique
solution de l’e quation d1(u0 , 0) u= f, u # H$, lorsque f # H$, nous avons:
&u&C 2, : & H$C &d1 (u0 , 0) u&C0, : & H$ (80)
avec C une constante.
Ce qui prouve que d1(u0 , 0) est un isomorphisme bicontinue de C
2, : & H$
dans C0, : & H$. En appliquant le the ore me des fonctions implicites entre
ces 2 espaces, on en de duit l’existence d’une solution u* # C 2, : & H$
ve rifiant 1(u* , *)=0.
On ne peut rien dire de plus pre cis sur la structure des solutions dans un
voisinage de u0 . Il peut en effet exister plusieurs branches de solutions
partant de u0 , pas plus que la dimension p=dim E0 , [13].
La structure de l’ensemble des solutions est donne e par un the ore me
de [5]:
Proposition 1. X et Y, deux Banach, f (x, *) une application C1 de fini
dans un voisinage U de (x0 , *0) a valeur dans Y, avec f (x0 , *0)=0 et
df (x0 , *0) un ope rateur de Fredholm. Alors l ’ensemble des solutions de
f (x, *)=0 proche de (x0 , *0) est en bijection avec un syste me de p e quations
a p inconnus, p=dim ker df (x0 , *0).
4.2. Extension des solutions
On cherche maintenant une estimation de
*max=sup[*>0 tel qu’il existe une solution nodale u* de (72)].
On conjecture que ce nombre *max est fini. Ici une borne infe rieure *c>0
ne de pendant que des donne es ge ome triques (Vn , g) et f est donne e:
*max*c , *c est donne explicitement plus loin.
Ainsi prouvons le the ore me,
The ore me 6. Sous les hypothe ses du the ore me 1, il existe au moins une
branche continuement diffe rentiable de solutions nodales, de (72), lorsque le
parame tre * est dans un voisinage de l ’origine. De plus, pour la partie *>0,
il existe une borne infe rieure de la branche qui ne de pend que des grandeurs
ge ome triques (Vn , g) et de la fonction f.
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La preuve se fait par une me thode de continuite . On suppose qu’il existe
un plus grand nombre %<*c , tel qu’il n’existe pas de solution au dela , on
montre que l’on arrive alors a une contradiction.
La preuve se fait en deux temps. Des estimations a priori sont obtenues,
elles permettent alors, de montrer que la branche de solutions existe jus-
qu’en *=%, puis, il s’agira de montrer qu’il est possible alors de continuer
la branche, ce qui est absurde. Ainsi, la branche de solutions nodales
de crite passe par *c .
4.2.1. Estimation a priori. Un intervalle de la forme [0, *$c [ a e te mis en
e vidence, sur lequel, il existe au moins une branche continuement diffe ren-
tiable de solutions nodales:
\* # [0, *$c [ , il existe u* telle que 1(u* , *)=0. (81)
Ceci provient de l’e tude de la diffe rentielle de 1 en (u0 , 0). De plus,
*  u* est continue.
Lemma 3. Le long d ’une branche diffe rentiable, il existe deux constantes
C et C0 , telles que toutes solutions u* de (72) ve rifient
\|Vn f |u|
N
* +
2n
C*+C0 . (82)
Preuve. La famille u* est C1, en diffe rentiant (72) par rapport a *, on
obtient,
2u* *+*u* *+u*=+$f (N&1) |u* |4(n&2) u* * . (83)
On multiplie par u* l’e quation (83), puis on inte gre sur Vn
|
Vn
2u* u* *+|
Vn
*u*u* *+u2*=+$(N&1) |
Vn
f+$ |u* |4(n&2) u*u* * (84)
en utilisant maintenant l’e quation (72) pour remplacer 2u* ,
|
Vn
(+$f |u* |4(n&2) u*&*u*) u* *+|
Vn
*u*u* *+u2*
=+$(N&1) |
Vn
f |u* |4(n&2) u*u* * . (85)
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Ce qui donne,
0<|
Vn
u2*=+$
4
n&2 |Vn f |u* |
4(n&2) u* u* *=+$
2
n
d
d* |Vn f |u* |
N. (86)
Ainsi, de cette dernie re e galite , il s’ensuit que Vn f |u* |
N est croissante
en *. Enfin par l’ine galite de Ho lder,
|
Vn
u2*\|Vn fu
N
* +
2N
\|Vn f
(2&n)2+
1&2N
(87)
en posant C=(n2+$)(Vn f
(2&n)2)1&2N et X(*)=Vn fu
N
* , on obtient
X$CX2N. Ce qui s’inte gre en (n2)(X(*)2n&X 2n0 )C* et X0=Vn fu
N
0
=1. Donc
X(*)2n=\|Vn fu
N
* +
2n
A*+1 (88)
avec
A=
1
+$ \|Vn f
(2&n)2+
2n
. (89)
Finalement l’e nergie de toutes branches de solutions est borne e. Ainsi la
famille u* est borne e dans LN , et dans H1, car:
|
Vn
|{u* |2|
Vn
|{u* | 2+* |
Vn
u2*=+$ |
Vn
f |u* |N+$(A*+1)n2. (90)
Ce qui termine le lemme.
4.2.2. Existence en *=%. On continue la preuve du the ore me (6). Ainsi
de l’estimation a priori, montrons que la suite u* converge jusqu’en *=%.
Ainsi quitte a extraire une sous suite, il existe une suite *k  % et une
fonction u% telle que
v u*k  u% dans H1(Vn) faiblement,
v u*k  u% dans Lr(Vn) fortement pour r<N,
v u*k  u% presque partout sur Vn ,
enfin u% ve rifie
2u%+%u%=+$ |u% | 4(n&2) u% sur V (91)
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et
|
Vn
f |u% |N(A%+1)n2. (92)
Mais la encore il est possible que se produise un phe nome ne de concentra-
tion, ce qui veut dire que la fonction u% est e ventuellement nulle. Ce qui
conduit au
Lemme 4. La fonction u% n’est pas nulle pour %<*c .
Preuve de Lemme. Il s’agit de ve rifier que la fonction u% n’est pas identi-
quement nulle. Il faut donc prouver qu’il n’y a pas concentration. La
preuve est la me^me que celle donne e dans la premie re partie (Les notations
sont identiques), il faut juste ve rifier ici, pour k>1 que
&’u (k+1)2% &LN (BP ($))Const. (93)
Ensuite par compacite , on montre par recouvrement de Vn , en utilisant
l’ine galite (93) que la convergence de u% a bien lieu dans un espace LN$(Vn),
avec N$>N, ce qui montre qu’elle a aussi lieu dans un C1, :(Vn).
Finalement, u% n’est pas nulle, en outre elle change de signe (car la
convergence est uniforme et les points extremaux ve rifient |sup u% |4(n&2) et
|inf u% | 4(n&2)%(+$sup f ).
Il reste donc a ve rifier la condition (93). Pour cela, on localise en multi-
pliant l’e quation (72) par ’2 |u*c |k&1 u*c . Apre s inte gration, on obtient,
4k
(k+1)2 | |{(’u
(k+1)2
% )|
2
Cte++$(sup f )2N |’u (k+1)2u% |
2
N \|B$ (P) u
N
u%+
1&2N
C++$(sup f )2N |’u%(k+1)2 | 2N (1+A*). (94)
Puis en utilisant, l’ine galite de Sobolev,
|’u (k+1)2% |
2
NK
2 | |{(’u (k+1)2% )|2+A$ | ’2uk+1% . (95)
Donc par l’ine galite (94) si K2(1+A%) +$(sup f )2N<1, la majoration
(93) est acquise.
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Mais par de finition de +$, trouve e dans la premie re partie, K2+$(sup f )2N
<1. Ce qui prouve que pour % petit l’ine galite reste encore stricte, tant
que %<*c , avec
*c=
1
A \
1
K2 +$(sup f )2N
&1+ (96)
et
A=
1
+$ \|Vn f
(2&n)2+
2n
. (97)
Ce qui termine de lemme.
Maintenant pour terminer le the ore me, comme par hypothe se %<*cu%
est limite forte d’une suite qui ne se concentre pas, c’est une fonction nodale
non identiquement nulle et
|
Vn
f |u% |N>1. (98)
4.2.3. Extension en u% . Prouvons la seconde partie du the ore me: a
savoir prolonger la famille u* au dela de %.
Tant que la borne de l’intervalle sur lequel est applique le the ore me des
fonctions implicites est plus petite que *c , en %, on peut appliquer la the orie
des bifurcations pour trouver un intervalle sur lequel il existe encore une
branche de solution.
Ainsi, il est possible de trouver un intervalle, au dela de %, ce qui est en
contradiction avec la de finition de %. Finalement, il existe une branche de
solutions passant par *c .
4.2.4. Prolongement des solutions. On a vu que la branche de solutions
admet une borne infe rieure. Afin d’obtenir les solutions de l’e quation de
courbure scalaire prescrite, il est ne ce ssaire que *=R(g), lorsque la cour-
bure R(g) de la me trique g est constante. La me thode pre ce dente permet
donc d’obtenir des solutions si R(g)<*c . Soit:
\|Vn f
(2&n)2+
2n
R(g)<+$ \ 1K2+$(sup f )2N&1+ . (99)
Mais dans le cas ou f =1 et Vn=S n, cela ne permet pas d’obtenir de
solutions, car la condition (100), s’e crit:
Volg(Sn)2n R(g)<\ 1K2&+$+ . (100)
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Ce qui n’est pas re alisable car +$0 et Volg(Sn)2n R(g)=1K 2, comme il
est montre dans [2].
4.3. Solutions stationnaires non syme triques d ’e quations d ’e volution
L’existence de solutions nodales avec un parame tre * non nul permet
d’obtenir une famille de solutions pour l’e quation de Schro dinger non
line aire et l’e quation des ondes sur une varie te a courbure positive, ces
re sultats s’e noncent ainsi pour ces deux e quations:
it u+2u=+$f |u|4(n&2) u, (101)
ttu+2u=+$f |u| 4(n&2) u. (102)
Proposition 2. Sur une varie te Riemannienne compacte, il existe des
solutions stationnaires sans syme trie non nulle de (102) et (101), (en faite 2
familles de solutions u et &u) lorsque l ’une des hypothe ses suivantes est
ve rifie e, P de signe un point ou f, fonction positive admet son maximum,
v 3n4
v n5, R(P)>0 et (R(P)n(n&4))&(2f (P)2nf (P))>0.
v la me trique est euclidienne dans un voisinage de P. De plus {g f (P)
= } } } ={kg f (P)=0 au point P, k est un entier qui est n&4 en dimension
paire et n&5 en dimension impaire, pour n>6.
v R(P)=0, {f (P)= } } } ={4f (P)=0, 18 2R+(4(2n&7)(n&2))
|E(g)(P)|2&3Weyl2(P)<0 et n8. Si n<8, R(P)=0 et 2f (P)=0.
Preuve. Il suffit de poser u(P, t)=exp(&i*t) v(P) * un re el. Alors la
premie re e quation devient
*v+2v=+$ |v|4(n&2) v. (103)
Or on a prouve l’existence de solution non nulle de (103), pour des petits *.
Il en est de me^me pour la seconde e quation.
4.4. Solutions nodales sur les ouverts de Rn
Dans ce paragraphe, une remarque est faite concernant les solutions
nodales sur les ouverts borne s 0/Rn. Il semble que la situation est bien
diffe rente des cas pre ce dents des varie te s sans bord. Aussi existe-t-il des
solutions qui changent de signe de:
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2gu=+f |u|4(n&2) u sur 0
u=0 sur 0 (104)
|
0
f |u|4(n&2) u=0
Lorsque f>0, l’identite de Pohozaev montre que sur des ouverts e toile s
0* par rapport a l’origine, il n’y a pas de solution si xi i f0 sur 0*,
(x1, ..xn) est le syste me standard de coordonne es.
Des re sultats d’existence de l’e quation (104), lorsque f =Cte, en utilisant
le lemme du col ont e te obtenues dans [6].
Alors que sur des varie te s sans bord, des solutions ont e te obtenues pour
des re els + ve rifiant l’ine galite :
+
1
f (P)2N K2
<
22N
f (P)2N K2
. (105)
On montre ici qu’une telle identite ne peut e^tre ve rifie e par des solutions
qui changent de signe, (ce qui provient de la nullite de la seconde constante
dans l’ine galite de Sobolev). Supposons, en effet qu’il existe une solution
nodale non nulle de (104), en la multipliant par u+ et u&, puis par inte gration:
|
Vn
|{u| 2=+ |
Vn
f |u | N. (106)
Par les ine galite s de Sobolev, K2 est la meilleure constante.
\|Vn fu
N+
2N
(sup f )2N \K2 |Vn |{u
 |2+
(sup f )2N \K2+ |Vn fu
N+ . (107)
D’ou ,
1
f (P)2N K2
+ \|Vn fu
N+
2n
(108)
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P est un point ou f atteint son maximum. Ainsi,
1=|
Vn
fuN=|
Vn
fu&N+| fu+N (109)
2 \ 1+f (P)2N K2+
n2
(110)
donc,
+
22n
f (P)2N K2
. (111)
Ici, il existe une syme trie entre l’e nergie distribue e sur la partie ne gative
et positive de la solution u, qui n’e xistait pas pre ce demment.
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